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De reeks van Taylor en soortgeliljke reeksen

We beschouwen de formule van Taylor in de volgende vorm,
F%x; is N-1 keer differentieerbaar in het interval O£ x<£a, en
(x) bestaat nog in het open interval O<x <a, Dan is er een

© (0<8 <1) met

N- N
(1) Fla) = EZ? 3: 7(0)(0) & e (M) (gay,
L T

>3

(De restterm is die van Lagrange). Er zijn drie gangbare afleidin-
gen voor deze formule:

19, Men past één keer de middelwaardestelling der differentiaal-

rekening toe op een gecompliceerde ultdrukking, waardoor het re-
sultaat op nogal kunstmatige wijze voor de dag komt, \

= 2°, Men past parti&€le integratie toe:
a

Fla) = Sa Fi(x)dx = - Sa Pr(x)d(a-x) = - [(a—x)F'(x)] +

0]
o} o} a

* § (a-x) F"(x)ax,
o)
) (8-X)F”(X)dx = - ? F”(X)d a—% 2 _ . a“§)2 F“(X) a .
I ‘ e

0 ‘ o

a { ,}2
+ g a"}'{ Fl”(x)dx,
O °

enz. Om (1) te bereiken onderstelt men wellswaar dat ook F(N)

ﬁﬁJ)! continu is in O ¢x ¢a. Als restterm krijgt men g —7§§2 bddx
waarop de mlddelwaardestelling van de 1ntegraalrekening kan worden
toegepast.

30. Men past de middelwaardestelling der differentiaalrekening N
keer toe., Bij deze methode trekt men eerst van F(x) een polynoom
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D

P(x) met graad £ N af, zodanig dat F(a)=P(a), en F(0)=P(0),
F1(0)=P'(0),,..,rN- “5(0) p(™1)(0), van de functie
g(x)=F(x)-P(x) weet men nu dat g(a)=g(0)=g'(0)=...=g ™) (0).
Achtereenvolgens vindt men nu getallen 04585500059 (alle tus-
sen O en 1) die voldoen aan g'(eqa)=o, g"(8,9,2)=0,...,

(N 1 2
g (6,162 .8ya)=0. We hebben, identiek in 6,
N-1 _n N
P(a) = 3 2. p(") 0y 4 %T-P(N)(ea),
n:o ® L
en voor 9-8462...6N is
N
g(a) = ZO 2 6™ o) + 2r &M (ea).
N= ’ '

Door deze twee formules bij elkaar op te tellen, vinden we nu
(1) .

We zullen van de methoden 2 en 3 enkele bekende generali-
saties beschouwen. (Methode 1 bekijken we verder niet; we mer-
ken slechts op dat ook methode 2 op een dergelijke manier is
weer te geven, nl, door één enkele parti&le integratie toe te -
passen op een ingewikkelde uitdrukking).

De methode der partiéle integratie., Het wezenlijke is dat er

een rij veeltermen P _(x)=1, Pq(x)=a~x, Po(x)= iﬁ%ﬁl— e

wordt ingevoerd, Om de parti&le integratie te laten werken,
dlenen ze te voldoen aan P'=«P Pl=-P

1 2 1200
"stoktermen" de F(n)(a) te 1aten verdwijnen, eisen we dat

.; en om in de
Pq( a)=p 2(a)=...=0. Deze eisen leggen de P _'s eenduidig vast.
Inplaats van Pq(a)=P2(a)=...:O kunnen we ook andere eisen
aan de P's oplegzen., Willen we bi_v. E%j) ultdrukken in
r(O),F' (1), "(0),F™(1),..., dan leggen we de P's vast door
P1(1)=P2(O)=P3(1)=...=O.
Een bekend voorbeeld 1s hetgene dat aanlelding geeft tot
de somformule van Euler-Maclaurin, Daarbij wil men 52 f(x)dx
uitdrukken in £(0)+£(1), £'(1)-f1(0), £"(1)-£"(0), enz, Als
Po(x)xﬂ, PA(X)=~Pn_1<X), dan is .

f; £(x)dx = JZ £(x)P (x)dx= - z:[EK” 1 (x)p x)]

n="

+ j; f (X)PN(X)dX'
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We verlangen dat Pq-‘1.en P1(1)=~P1(O), dus Pq(x)zé-x,
en verder dat P t— voor nﬁzgz,L:; ., We beschouwen
formeel V(z,x)= P (x) qu( )+22P2(x)—... . Formeel geldt
_~ V(z,x) = zV(z x), dus V(z,x)=w(z)e®?®, Daar V(z,x)-1+z(%3-x)
voor X=0 dezelfde reeks 1s als voor X=1, vinden we dat

W-14%z=wWe -1»22, dus V(z,x)= zg . Gemakkelijk is nu te be-

e -1
wijzen dat de ontwikkelingscoefficienten van V (naar machten
van z) inderdaad aan de gestelde eisen voldoen, (In standaard-

notatie is P (x)=(-1)" B (x)/n!).

Partigle integratle berust op de stelling (fg)'=f'g+fg!
Dit 1s een lezonder geval van de regel é%-@{f(x),g(x)} =

(_.._LLL.V_._ £1( + M g'(x))u.:f(x),v:g()c)' Hieruit

av
leiden we af (we nemen gemakshalve f(x)=g(x)=x) dat

‘g: <%§) dx = [@(x,x)]xr_b - S:(;—)a-g) v dx,

U=V=X X=a

Wanneer we een enigszins overzichtelijke rij functies @n(u,v)
2 3] _ ]

hebben, 24 dat % @n(u,v) = - 5 n_,l(u,v), dan kunnen we

deze gegeneraliseerde parti&le integratie herhaald uitvoeren.

We nemen (Tchebycheff, Liouville J. (2) 2 (1857), 166-183)

§o(uv) = (2) o ((ps"g‘!’*u)n Fi(v)) (n=1,2,...)

ov

waarin ¢ en f voldoend vaak differentieerbare functies zijn,
en p een constante is.
Integrerende van O tot a, vinden we

(2) ‘ga (M) U=V=X ox = % [Qn(x’x)]a B

0 ou n="1 0
a ( DéN(u,v)) S
jo ov UsV=X *
We willen ervoor zorgen dat @n(a,a)zo is. Daartoe veron-
derstellen we dat p ¢(a)=a, zodat

n--

(&) (g o)) - |

U=V=a

N pﬂ ((a%_)n_/] (‘?(V);(Ig<.a._))n ft(v))uza_.o
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Het linkerlid in (2) bedraagt £(0)-f(a), zodat we vin-

den
n

£(2)-£(0) = i‘ e i) Tenreren}

v=0
+~£a{<§%)N (p@(§l-u

N

)
Dit is de formule van Bilirmann-Lagrange, die f(a) uitdrukt in
machten van p, als a de oplossing is van de vergelljking
p W(a)=a. Nemen we in het bijzonder @(x) =1, dan komt de
reeks van Taylor weer te voorschiljn.

f'(v)} dx.,

Ve=V=X

De polynomenaftrekmethode., We geven deze methode in lets al-
1,.e.,TN re€le linedlre functionalen
zijn op de ruimte der op een gegeven interval I re&le en N

gemener vorm, Laat TO,T

keer differentleerbare functies. Elke Tn voegt dus aan elke
dergelijke functie een re€el getal toe, en Tn(af+bg)=
=aTn(f)+an(g). We eisen dat T,,...,Ty in de volgende zin on-
afhankelijk zijn: Is P een polynoom met graad £ N, en is
TO(P)z...zTN(P)zo, dan is P=0.

Een gevolg van de onafhankeliljkheid is dat er getallen
qo,...,qN zijn met de eigenschap dat

ﬁ qn Tn(XJ> = 0 («j"osqs-'»ﬁN"/‘)’

QO
N
N
2. a, T (x) =W

0
(Met xY wordt de functie bedoeld die aan elke x de waarde xj
toevoegt). Verder is er blj elk stel getallen Co""’CN een

polynoom P (graad £ N) te vinden met T (P)=c (n=0,...,N),

We veronderstellen bovendien dat er een deelverzameling
J van I 1s met de eigenschap:

(A) Is f N-1 keer continu differentieerbaar op I, en bestaat
£=0, dan is

£ N) in het inwendige van I, 1s verder Tofz...:T
er een §eJ met f{N)(})=O.
Nu geldt

N
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Stelling, Is-g N-1 keer continu diffecrentieerbaar op I, en

bestaat g(N in het inwendige van I, dan is er een SéiJ met

N)

S a7 () = s (H).

‘O=Qnn : ?

Bewijs., We kunnen een polynoom P(x) bepalen met graad £ N,

26 dat T_(g)=T,(P) (n=O,...$N). Zij P(x)=ax +... . Dan is
. N N

S . a, T,(P) = aN! = P (}) voor alle § . Noem

géX?TP(x)=f(x), dan is er (wegens (A)) een ? met f(N)(§)=O,
aus g (H)=p M (5= 58 o 2 (p) = TN o T (e).

We nemen een algemeen voorbeeld., Laat L{O,...,kN gehele
getallen zijn, Oskn R kos k,‘ ... skN.
8,s...,8y reéle getallen, zodanig dat alle paren (kn,an) ver-
schillend zijn. Dan 1is fgemakkelisw in te zjen dat de functio-
y» gedefinieerd door T (£)=f n)(an) onafhanke-
1ijk zijn op de klasse der polynomen met graad < N.

Teneinde aan (A) te voldoen, zullen we nog een voorwaard

Verder zijn
nalen TO,...,T

toevoegen, Ve eilsen
(B) Als 0 €1 <j<n <N, dan (an—ai)(anmaj) > O.

Dat wil zeggen dat a, niet in het inwendige ligt van het mini

male interval dat a bevat.

L B
Laat In het kleinste interval zign dat Bgseres8y bevat,
en I=IN. J zi) het inwendige van I (uit de onderstellingen
volgt dat IN een positieve lengte heeft). Dan 1s het niet
moellijk te bewijzen dat er aan (A) is voldaan. Laat nl, Jy
het aantal n's zijn met kn=i, en laat Tof=. ..=TNf=O. Dan
heeft  minstens Jo verschillende nulpunten in het inwendige
van IJ s dus ' heeft daar minstens jo~1 nulpunten, f' heeft
echteponog jﬂ voorgeschreven nulpunten 1in Z[J buiten het in-
wendige van Ij s, dus minstens Jo+j1~1 in kuatq inwendige van

Ij . Vervolgeng vinden we minstens jo+jq+j,,~2 verschillende
/; [

nulpunten van £" in het inwendige van I, , eng
JO+...+3N-N=1 nulpunt van f(N) in J. 2 (Is ergens

JO+...+jk~kiQ, dan wordt er tijdens het bewijs ecn triviali-

.y dus minsteng

teit verkondigd, doch geen fout gemaakt). Derhalve is aan (A)

voldaan,



— $t.1

-6

Als een bijzonder geval nemen we alle knzo, en dus
a8,s+e.58y alle verschillend. Dus Tnf=f(an). Om de q 's te
vinden schrijven we de interpolatieformule van Lagrange Op.
Voor elk polynoom P met graad < N geldt

N X=a

P(x) = Y f(a.) r .

& o k#n a_-a,

De hoogste coefficient van P(x) is dus
N TT
b2 & .—q

zodat we q_ = N! Q;E (an»ak)"1 kunnen nemen., Het eindresul-
taat 1s dus als volgt. Liggen 8gseees8y in een interval I,
is féx) N keer differentieerbaar in het inwendige van I, en
is T N'q)(x) continu in I, dan is er een § in het inwendige
van I z6 dat

N
(N) T -1
(3) f (j) = N! nE;O Plag) W (=2 )7
Nemen we in het bijzonder a_=n, dan komt er

N
oMy - > (-1 () £(n).

Als we in (3) één der a's apart nemen, en dle x noemen, vin-

den we
N (x—aq)..
f(x) = E;ﬁ f(ah)Qn(X) + T
N=

.(x-a

N) f(N)(E)

3

X«&k

waarin QH(X) T kA0, k£ an-ak'

Bij de methode der partifle integratle kwam de restterm
als een integraal voor de dag. Om hierbi] aa?Kt» sluiten be-
P7(a,) (met de

voorwzarde (B)), en we cisen dat alle k <N zijn. Het 1is dan

schouwen we nog eens het voorbeeld T (f) =

niet moellijk te bewijzen dat er cen continue functile w(x)
op het interval T bestaat zd dat

z:i a, T, = \&'%(x) g(N)(x)dx
voor alle N keer differenticerbare functles f. Tussen twee in
grootte opeenvolgende a's 1s V¥ (x) steeds een polynoom. Door
fex' te nemen blijkt dat fI;&(x)dx=1, en uit £ volgt dat

Y(x)»0 op I.



